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Ознайомлення з методами 
обчислення ізогеній на 
суперсингулярних еліптичних 
кривих за допомогою 
загальної схеми алгоритму 




■ проведення дослідження 
суперсингулярних еліптичних 
кривих
■ реалізація обчислювального 
прикладу за допомогою 
загальної схеми алгоритму 
Вєлу.




■ Еліптичні криві – одні з найперспективніших інструментів
для побудови криптографічних алгоритмів.
■ Криптосистеми, засновані на обчисленні алгебраїчних
відображень, ізогеній, еліптичних кривих, надаються
стійкими по відношенню до квантового комп'ютера.
■ Термін "ізогенія" був введений Андре Вейлем.
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МАТЕМАТИЧНИЙ АПАРАТ РОБОТИ З ІЗОГЕНІЯМИ НА 
ЕЛІПТИЧНИХ КРИВИХ
■ У математиці ізогенія –це морфізм алгебраїчних груп, який є сюр'єктивним і має скінчене ядро. 
■ Тобто:
відображення f: X → Y є сюр'єктивним, якщо для кожного y з множини Y, існує щонайменш один x з множини X такий, що f(x) = y.
4/17Рисунок – Сюр'єктивне відображення
5/17
■ Ізогенію можна виразити за допомогою раціональної функції: 
точка (x, y) відображається в точку з координатами             , де  
f1, f2, g1, g2 - поліноми.
■ Якщо існує такого роду відображення між двома кривими, то 
вони називаються ізогенними.
■ Теорема Джона Торренса Тейта: дві криві над одним 










ПРИКЛАД ФОРМУВАННЯ ІЗОГЕНІЙ НА 
ЕЛІПТИЧНИХ КРИВИХ
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Точки переходять в точку на нескінченності для E2
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Для ізогенії ступеня 2 :
Кожна крива має 3 изогенії.
ГРАФ ІЗОГЕНІЙ СУПЕРСИНГУЛЯРНИХ КРИВИХ
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Для ізогенії ступеня 3 :
Кожна крива має 4 изогенії.
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Схема алгоритму
Дякуємо за увагу! 17/17
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